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De la Fraction au Nombre
A. CHEVALIER et C. DOCQ, GEM — UCL

1"partie : les rectangles semblables

Mote clés : fraction, rapport, rectangles semblables, proportionnalité.

Chaque histoire personnelle de lapprentiseage des fractions commence
tot, avec les premigres expériences concretes de partage. Elle se poursuit
longtemps, jusqu'a l'acquisition du concept de nombre, en passant par la
découverte de diverses facettes de fractions et d’opérations.

Le Groupe d'Enseignement Mathématique (GEM) a préparé quelques
séquences d'activités qui jalonnent cet apprentissage. Dans cet article, nous
vous en proposons une premiere destinée a des éléves du premier degré et
qui traite de rectangles semblables.

La premiere partie contient la fiche de travail destinée aux éleves et la
seconde propose les solutions et les commentaires épistémologiques pointant
les différentes facettes du concept de fraction a loeuvre.

Activités
1. Des rectangles
11. Dessine plusieurs rectangles dont la largeur vaut les % de la

longueur.
1.2. Rassemble les dimensions de ces rectangles (et de ceux des
autres éleves) dans le tableau ci-dessous :

Longueur ou L
largeur ou |

Tab. 1

1.3. Ce tableau traduit-il une situation de proportionnalité? Expligque.
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Situation-probléme : les fractions

2. Une famille de rectangles dans un repére
Dessine ces différents rectangles dans un systéme d’axes avec un
sommet & lorigine et les deux cOtés issus de ce sommet alignés le
long des axes.

Que peux-tu observer a propos des quatri‘emee sommets? Comment
peux-tu caractériser leurs coordonnées?

2. D’un tableau vers des formules

2. Reprends les données du tableau 1 dans le tableau 2 et compléte-
le en donnant pour chaque rectangle, son périmetre et son aire.

1 | Longueur ou L
2 |largeur ou |

3 | Périmetre ou P
4 | Aire ou A

Tab. 2

2.2. Ce tableau traduit-il aussi une situation de proportionnalité?

2.2. Dans ce tableau, on passe de la ligne 1 a la ligne 3 en multipliant
par % et de la ligne 2 a la ligne 3 en multipliant par le nombre
7. D’ou viennent ces nombres?

2.4. Par contre, laire n'est pas proportionnelle & la longueur. Quelle
formule lie les nombres de la ligne 1 & ceux de la ligne 42

3.5. Quen est-il entre les nombres des lignes 2 et 47

4. Visualiser des formules par des dessins

4. Interprete géométriquement les résultats relatifs aux aires obte-
nus en 3.4 et 3.5.

4.2. Combien de fois le carré construit sur la largeur du rectangle est-
il contenu dans le carré construit sur la longueur de ce rectangle?
Vérifie le résultat algébriquement.

Solutions et commentaires ().
1. Des rectangles

1.4. On donne un rapport entre deux dimensions. Ce rapport doit gtre
utilisé comme fraction-opérateur dans la construction effective d’un

(") Les différentes facettes des fractions et les opérations sur les fractions sont en
italique dans tous les commentaires de ce document
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Situation-probléme : les fractions

rectangle. On engendre ainsi sans le dire une famille de rectangles

semblables.
1.2. Voici un exemple de tableau :

Longueur ou L|5]25|75] 1

©,5

largeur ou | |2 1 | 3 |04

1,6

2,6

Tab. 3

1.3. On trouve aisément que le tableau 3 est un tableau de proportion-
nalité : en effet, tous les nombres de la deuxieme ligne s’obtiennent
en multipliant les nombres correspondant de la premiere par % On

retrouve la relation | = %L.

Par ailleurs, on peut aussi observer que quelle que soit la valeur L
et son correspondant I, on a ce qui peut également s'écrire sous la

forme

Cest l'occasion de mettre en évidence que
opérateurs inverses. On peut schématiser la situation de la fagon

suivante :

2

5

On conclut ainsi que diviser par % revient a multiplier par

2. Une famille de rectangles dans un repére

et S

2

sont deux

Cette question permet de faire le lien entre similitude, proportionnalité
et équation de droite. En effet, si on place tous les rectangles avec
le cOté correspondant & la longueur le long de laxe des x, tous les
quatriemes sommets sont alignés sur une demi-droite issue de lorigine
qui se superpose avec les diagonales des rectangles.

la probabilité du parti quon doit prendre en augmente nécessairement,

59
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Fig.1

Les coordonnées de chaque point de cette demi-droite correspondent
aux dimensions d’un rectangle de cette famille. On passe ainsi

de la formule I:% L a léquation y = % X

qui caractérise tous les points de cette demi-droite. On a un lieu
géométrique de points caractérieé par une formule algébrique.

Si par contre, on place tous les rectangles avec le cOté correspondant
a la largeur sur l'axe des x , on est amené 2 exprimer L en fonction
de | et on passe

_ 5 N s 2 . _ 5
de la formule L = 3 | & I'équation y =3 x

Dans le passage de la formule | = % L a Téquation y = % , le

coefficient % passe du statut dopérateur agissant eur des longueurs
a celui dopérateur agissant sur des nombres. Ainsi eon statut se
rapproche de celui de nombre.

Par ailleurs, les représentations graphiques donnent I'occasion de tra-
vailler le concept de pente.

. D’un tableau vers des formules

234, Voici le tableau 3 complété avec les périmetres et les aires :

1 |Longueur ou L | 5 |25| 75 | 1 4 |10
2 |largeur ou | 211 5 |04] 10 | 4
3| Périmetre ou P |14 | 7 | 21 |256(11.2|28
4 | Aire ou A 1012522504 | 64 |40

Tab. 4

0

N

de sorte quelle vienne a la fin a tel degré de certitude quon voudra.
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2.2. Pour comparer les éléments des lignes 1 et 3, on peut, par
exemple calculer les rapports suivants :

5,25 _ 5,75 _1 _ 5, 4 _ 10 _ 5. 4 _ 40 _ 5,
142 7 T 44 21 T 42 T 44 286 T 28 T 414 142 T 412 T 414
0 _ 5,
286 T 14

Il'y a donc proportionnalité entre les lignes 1 et 2.
Il en va de méme entre les lignes 2 et 3 car en faisant des calculs
du méme type, on trouve :

o

2 _ 5 4 _ 4

14 — 21

|
I

\S
I\
[\
I\
N

Par contre, on &'apergoit rapidement qu'il n’y a pas proportionnalité
entre les lignes 1 et 4. En effet,

5 25
10 7 25
2.5. Pour retrouver le coefficient %, il faut exprimer le périmetre P en

fonction de la longueur L :

P=2(L+l)=2(L+2 L)=2(1+2) L=2(+8) L=2xl L=% 1
P=2(l+2L)=2(2L+2)=2(l1)=21

s

Dans cette démarche, les éleves sont invités a utiliser des expres-
sions algébriques contenant des coefficients fractionnaires. De plus
ils doivent réduire au méme dénominateur, additionner deux fractions,
multiplier une fraction par un nombre. Dans la premiere résolution, on
travaille sur des nombres et dans la deuxieme sur des grandeurs.
Dans les deux cas, il faut fractionner I'unité, ce qui est peu usuel.
Pour retrouver le coefficient 7, il faut exprimer le périmetre en
fonction de la largeur | :
P+o(l+h=2(21+)=2(31+5)=2(3N="7

2.4. Pour trouver la formule qui permet d'exprimer Faire A en fonction

de la longueur L, on passe par les étapes :

_ _ 2 _2 2
A—LXI—LXg L—g L

On peut dire que l'aire est proportionnelle au carré de la longueur.
On retrouve le facteur % qui lie la largeur a la longueur.

Il semble quil n’y ait pas de difficulté pour I'affirmative 1
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3.5. De la méme fagon, on obtient la relation

4. Visualiser des formules par des dessins

41. Géométriquement, ces deux relations peuvent étre interpretées par
les figures 2 & b.

A=2 7 A=2 P
L
|
L
|
Fig. 2

Fig. 4
Le rectangle donné contient deux
fois et demi le petit carré d'aire

Le rectangle donné est contenu
deux fois et demi dans le carré

daire L2 2

Fig. 3 Fig. 5
L’aire du rectangle vaut les % L'aire du rectangle vaut les 2
de laire du carré daire L? de laire du carré daire I

4.2. Géométriquement, en associant les figures 2 et 4, on obtient la
figure ©

o2 de cette proposition. Cependant, Bernoulli,
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Fig.6

Le carré de cbté | est contenu six fois et un quart dans le carré
de coté L.

Algébriquement, on peut retrouver ce résultat soit en égalant les
deux formules de laire :

2 2_5 2
s Le=3
et donc,
2_5.5 2 _2 j2.
L —§><§I _TI’
soit en partant de la relation initiale
L=21,

ce qui conduit & laire du carré de coté L :
2_ (5 N2 _25 ;2
2= (3 )F=2 P
Or, 25 quarts correspondent a 6 unités et un quart.
Nous avons multiplié une fraction par elle-méme. Par ailleurs, nous
avons décomposé une fraction en une partie entiere et une partie

fractionnaire.

Conclusion

A travers ces activités, les éléves ont eu l'occasion d'utiliser les fractions
comme rapports, d'accéder 2 des écritures littérales dont les coefficients
sont fractionnaires et d'effectuer quelques opérations sur les fractions dans
un contexte significatif. Un prochain article traitera des fractions dans le
contexte des engrenages de vélos.

qui possédait fort cette matiere, assurait que le probleme 6>




